2.1 Funkcia a jej vlastnosti

Funkcia, monotdénna a prosta funkcia
Vysvetlite obsah pojmu: funkcia, funkéna hodnota, D(f), H(f), graf funkcie, monotdnnost funkcie, prosta

funkcia. Demonstrujte uvedené vlastnosti na grafe [ubovolnej funkcie f(x).

Funkcia — Funkcia priraduje nejakému cislu prave jedno &islo, podla nejakého pravidla. Dosadzované
Cislo x, volame premenna alebo argument, priradené ¢islo y alebo f(x) volame funkéna hodnota cisla
xX. Funkcia f redlnej premennej x, je mnozina vsetkych usporiadanych dvojic [x, f(x)], ak ku kazdému

redlnemu Cislu x existuje najviac jedno realne cislo f(x).

Funkéna hodnota:

Nech je dana funkcia f: y=2x+3

Chceme urcit funként hodnotu funkcie f v bode -1, takze dosadime do predpisu funkcie namiesto x
Cislo -1 a tak vypocitame, ze f(-1) = 2.(-1)+3 = 1.

Odpoved: Funkéna hodnota v bode -1 je 1. ZapisSeme f(-1) = 1.

Definicny obor — D(f) — mnoZina vietkych x, ku ktorym existuje prave jedno f(x)
Obor hodnét — H(f) — mnoZina vsetkych f(x)

Graf funkcie f - je mnoZina vietkych dvojic [x, f(x)] (priCom x patri do definicného oboru funkcie f)
a/alebo grafické znazornenie tychto dvojic (teda bodov) v stiradnicovej sustave.

Monotdnnost funkcie - monotdnne funkcie na mnoZine M zaradujeme vSetkych 5 typov — rasticu,
klesajucu, nerastucu, neklesajicu a konstantnu funkciu. Cudzie slovo monotdnne totiz znamend v
urcitom zmysle rovnaké, jednotné.

Funkcia f sa nazyva rastuca funkcia na mnozine M c D prave vtedy, ked pre kazdé dva prvky x1, x2 €
M plati: x1 < x2 = f(x1) < f(x2)

Funkcia f sa nazyva klesajuca funkcia na mnoZine M c D prave vtedy, ked pre kazdé dva prvky x1, x2
€ M plati: x1 < x2 = f(x1) > f(x2)

Funkcia f sa nazyva neklesajtca funkcia na mnozine M c D préve vtedy, ked' pre kazdé dva prvky x1,
X2 € M plati: x1 < X2 = f(x1) < f(x2)

Funkcia f sa nazyva nerastuca funkcia na mnoZine M c D prave vtedy, ked pre kazdé dva prvky x1, x2
€ M plati: X1 < x2 = f(x1) = f(x2)

Funkciu nazyvame konstantnou na mnozine M c D prave vtedy, ak Vx1, x2 € M plati f(x1) = f(x2).
Funkcia je prosta ak: x; # x2 = f(x1) = f(x2)



Demonstrujte uvedené vilastnosti na grafe lubovolnej funkcie f(x):

y = X —rastuca na celom D(f) y = x* —rast: (-oo, 0) klesanie: (0, o)

y = x3 —rastuca y =x3 <y =1/x3—klasajica na: (-e°, 0) U (0, o)



Funkcia, vlastnosti funkcie
Vysvetlite obsah pojmov funkcia, funkéna hodnota. Vysvetlite na konkrétnych prikladoch vlastnosti

funkcii ako parnost/neparnost, monotdnnost, ohranicenost, extrémy a periodi¢nost.

Funkcia — Funkcia priraduje nejakému cislu prave jedno &islo, podla nejakého pravidla. Dosadzované

Cislo x, volame premenna alebo argument, priradené Cislo y alebo f(x) volame funkéna hodnota cisla

X. Funkcia f redlnej premennej x, je mnozina vsetkych usporiadanych dvojic [x, f(x)], ak ku kazdému

redlnemu Cislu x existuje najviac jedno redlne cislo f(x).

Funkcéna hodnota:

Nech je dand funkcia f: y=2x+3

Chceme urcit funként hodnotu funkcie f v bode -1, takze dosadime do predpisu funkcie namiesto x

Cislo -1 a tak vypocitame, ze f(-1) = 2.(-1)+3 = 1.

Odpoved: Funkéna hodnota v bode -1 je 1. Zapiseme f(-1) = 1.

Vlastnosti funkcii:

Parna: f(x) = f(-x) — osovo simerna podla osi y fiy=x2-1,f:y= x|, f:y=1/x?
Nepdrna: -f(x) = f (-x) — osovo simerna podla stredu sdradnic. sust. fiy=x3fiy=2x,fiy=1/x
Monoténnost: rastica: x: < x; = f(x1) < f(x2) fiy=x3 fiy=2x

klesajuca: x; < x; = f(x1) > f(x2) fiy=-x3fiy=-2x

Ohraniéenost:

Extrémy:

neklesajica: x; < xo = f(x1) < f(x2)
nerastuiica: x; < X, = f(x1) > f(x2)
konstantnou: x; # x2 = f(x1) = f(x2) fiy=6,fiy=5x/x, fry=x"-3

zdola ohranicena: existuje také redlne cislo d, Ze pre vSetky x z defini¢ného
oboru funkcie f plati: d < f(x) 3d,d € RAVx,x € D(f) : d < D(f)

zhora ohranicena: existuje také redlne Cislo h, Ze pre vSetky x z definicného
oboru funkcie f plati: h > f(x) Ih,h € RAVx, x € D(f) : h=>D(f)

ohranicena: ak je zdola a aj z hora ohranicend
maximum: funkcia f ma v bode xo maximum, ak pre vsetky x z D(f) funkcie plati:

f(xo) > f(x) fiy=-x*-1,fiy=-|x|, fiy=-1/x?
minimum: funkcia f ma v bode xo minimum, ak pre vsetky x z D(f) funkcie plati:

f(xo) < f(x) fiy=x*-1,fiy=|x|, fy=1/x

- toto su tzv. globalne maxima a minima pretoZe platia pre cely D(f)



- existuje aj lokalne maximum a minimum: ak vztah f(xo) > f(x) alebo f(xo) <
f(x) neplati pre vsetky x z D(f) ale iba pre x z nejakej podmnoziny D(f) jedna sa
o lokalne max alebo min

Periodiénost: Periodicka funkcia je funkcia, ktora sa neustale opakuje v pravidelnych
intervaloch a periddach. f:y=sinx, f:y=cos x

Funkciu f nazyvame periodicka funkcia prave vtedy, ked' existuje také redlne
Cislo p#0, Ze pre kazdé x € D(f) je aj x £ p € D(f) a plati: f(x £ p) = f(x)

Cislo p nazyvame periéda funkcie f.

Ak ma dana funkcia f periddu p, [ahko dokaZeme, Ze pre kazdé celé Cislo k
plati: f(x + kp) = f(x). Teda dana funkcia ma i periédu kp.

Dé6kaz: V(k): f(x + kp) = f(x)
1. Predpokladame, Ze pre k = 1 plati V(1): f(x = p) = f(x)
2. Dokazeme platnost implikacie V(k) = V(k+1):

V(k): f(x + kp) = f(x) ... indukény predpoklad /

i /
V(k+1): f(x + (k+1)p) = f(x + p + kp) = f(x + kp) = f(x) 5

TakZe implikacia V(k) = V(k+1) je pravdivy vyrok, preto plati: - 3
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Funkcia, prosta a inverzna funkcia
Vysvetlite obsah pojmu funkcia, funkéna hodnota, D(f), H(f). Charakterizujte pojmy prosta funkcia,

inverzna funkcia. Objasnite dané pojmy na konkrétnom priklade. Popiste suvislost medzi definicnym

oborom a oborom hodndt funkcie f a k nej inverznej funkcie.

Funkcia — Funkcia priraduje nejakému cislu prave jedno &islo, podla nejakého pravidla. Dosadzované
Cislo x, volame premenna alebo argument, priradené Cislo y alebo f(x) volame funkéna hodnota cisla
xX. Funkcia f redlnej premennej x, je mnozina vSetkych usporiadanych dvojic [x, f(x)], ak ku kazdému

redlnemu Cislu x existuje najviac jedno realne cislo f(x).

Funkéna hodnota:

Nech je dana funkcia f: y=2x+3

Chceme urcit funként hodnotu funkcie f v bode -1, takze dosadime do predpisu funkcie namiesto x
Cislo -1 a tak vypocitame, ze f(-1) = 2.(-1)+3 = 1.

Odpoved: Funkéna hodnota v bode -1 je 1. ZapisSeme f(-1) = 1.

Definicny obor — D(f) — mnoZina vietkych x, ku ktorym existuje prave jedno f(x)

Obor hodnét — H(f) — mnoZina vsetkych f(x)

Prosta funkcia: x; # x2 = f(x1) # f(x2)
Inverzna funkcia: (oznaéenie: f1) vymiena suradnice bodov pévodnej funkcie f*: (f(x))=x

- exponencidlna (y = a%, a#1, a>0) a logaritmicka (y = loga.x, a#1, a>0) funkcia su navzajom inverzné

Exponencialna funkcia Logaritmicka funkcia

D(f) =R D(f) = (0, =)

H(f) = (0, =) H(f) =R

Os y pretne v bode [0, 1] Os y nepretne

Os x nepretne Os x pretne v bode [0, 1]

Je zdola ohranicena Nie je ohranic¢ena ani z dola, ani z hora
Nema minimum Nema min ani max

O monotdnnosti rozhoduje zaklad O monotdnnosti rozhoduje zaklad

suvislost medzi definicnym oborom a oborom hodnét funkcie f a k nej inverznej funkcie: vymenia
sa, kedZe sa menia x za y a naopak
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Funkcia, sposoby uréenia funkcie
Vysvetlite obsah pojmu funkcia, funkéna hodnota, D(f), H(f). Na konkrétnych prikladoch objasnite

rozdiel medzi urcenim funkcie mnoZinou usporiadanych dvojic, tabulkou, rovnicou y=f(x) a grafickym

uréenim.

Funkcia — Funkcia priraduje nejakému cislu prave jedno &islo, podla nejakého pravidla. Dosadzované
Cislo x, volame premenna alebo argument, priradené Cislo y alebo f(x) volame funkéna hodnota cisla
X. Funkcia f redlnej premennej x, je mnozina vsetkych usporiadanych dvojic [x, f(x)], ak ku kazdému

redlnemu Cislu x existuje najviac jedno redlne cislo f(x).

Funkéna hodnota:

Nech je dana funkcia f: y=2x+3

Chceme urcit funkénd hodnotu funkcie f v bode -1, takze dosadime do predpisu funkcie namiesto x
Cislo -1 a tak vypocitame, ze f(-1) = 2.(-1)+3 = 1.

Odpoved: Funkéna hodnota v bode -1 je 1. ZapisSeme f(-1) = 1.

Definicny obor — D(f) — mnoZina vietkych x, ku ktorym existuje prave jedno f(x)

Obor hodnét — H(f) — mnoZina vsetkych f(x)

V rovine si zvolime pravouhlu sustavu suradnic so zaciatkom O a osami x, y. Pre vSetky x€D(f)
priradime kazdej usporiadanej dvojici (x, f(x)) bod v rovine so stiradnicami x, y=f(x).

Napriklad funkcia f je dana ako mnozina usporiadanych dvojic:
{('6,5; 2)1 ('2; -1I5)I ('1; 2I5)I (3:5; '2)1 (4; 3)}-

Graf tejto funkcie bude vyzerat nasledovne:

4y




Funkcia méze byt dana:

analyticky — vzorcom, t.j. rovnicou v tvare y = f(x), kde f(x) je vyraz s premennou x, napr.y = 2x — 7

aleboy=x++vx —3
graficky — grafom funkcie

vymenovanim usporiadanych dvojic — spravidla vo forme tabulky. Tento sp6sob je pouzitelny jedine
pre funkcie, ktorych definiénym oborom je kone¢na mnozina.

- najpresnejsie urcenie je analytické, teda rovnicou y=f(x) — graf bude nejaka krivka

- menej presné je vymenovanie usporiadanych dvojic — grafom su len dané body



