Logické systemy

- Logicky systém matematicky presné definuje
o Co je logicky vyrok, jaky je jeho vyznam (syntax a sémantika)
o Co je logickad argumentace (dlkaz)

- Hilbertovsky dlkaz ve vyrokové logice
o Vétsinou pfi dlikazu uz mam néjaké pravdy (axiomy) a pravidla z kterych vyvozuji dalsi véci

x Schémata vyrokovych axiomi

(A1) A—(B—A)
(A2) (A=(B—>C)—>((A—B)—>(A—=0))
(A3) (=B — -A) = ((-8 — A) - B)

= Kde A, B, Cjsou libovolné vyrokové formule

=  Al:Pokud A urcité plati a dovim se B, tak A bude porad platit

= A2:V podstaté tranzitivita implikace

= A3: Pokud z vyroku (—B) plyne spor, pak neplati. Tedy plati opak (B)
o Odvozovaci pravidlo modus ponens (pravidlo odlouceni)

= Zpfedpokladll A a (A -> B) odvodime zavér B

= MP: Z (prsi -> nemam destnik) a prsi odvodim, Ze nemam destnik

o Dukaz formule ¢
= Je sekvence formuli @4, ..., ¢, kde @,, = @ aprokazdé i: 1 < i < n, formule ¢; je axiomem
nebo vznikla z ¢4, ..., ¢;_1 aplikaci odvozovacich pravidel.
= Pokud existuje dlikaz ¢, tak je ¢ dokazatelnd, psano + ¢

o Dukaz z predpokladt
= Kde P je mnozina formuli, je sekvenci formuli ¢4, ..., @,, kde ¢, = @ aprokaidéi:1 <i <n,
formule ¢; je axiomem nebo prvkem P
= nebovznikla z ¢4, ..., ¢;_1 aplikaci odvozovacich pravidel. Pifeme P + ¢

o PFiklad dikazu
= FA-A
e Aplikace A1: 4 - ((A—- A) - A)
e Aplikace A2: (A > (A—- A) > (A—-A4)
e Aplikace MP: A —» (A - A)
o AplikaceAl: A - A



Hibertovsky diikaz ve predikatové logice

* Schémata vyrokovych axiomi

(A1) - (¥ — )
(A2) (p—= (¥ —=n)) = ((p—=¥) = (p—n)
(A3) (20— ) > (v = ¢) > ¥)

kde , v, 17 jsou formule PL.
* Schéma axiomi kvantifikatoru: Neni-li x volné ve p, pak

[“:X{w —+ 1)) = (¢ — (Vxv)))
+ Schéma axiomii substituce:

(Vx ) = ¢[x/t]

k kde t je term substituovatelny za x do ¢ (proménné t nejsou volné ve w).

+ Pokud pracujeme s jazykem s rovnosti, pridavame axiomy rovnosti:
Pro libovolné funkéni a predikatové symboly f/n a p/n a proménné

xl:J"r]._}[XE:}"2_}{---(xn=_Vn_}f(xlﬁ-luxn}zf{quu--.}’n}}a-n]}
x=n—-=>0=p=>(. 0=y —2p.. ... %)=>p0,. .., ¥))-..)) ;

0
Priklady axiomid PL
* axiom kvantifikatoru: (vx(e = ¥)) = (v —= (vxy))
(VBrnak (je hezky — Brask je na prehrade)) —
(je hezky — (VBriisk(Briidk je na prehradé)))
* axiom substituce: (Vx ) — o[x/t]
(Vxx < o) = (5+5 < o0)

* ax. rovnosti: xy =y = (.. (% = ya 2 (3, .. %) = elv, .-, va))...)

(pivo = chileba — (snidané(chleba, masio) — snidané(pivo, maslo))




o Odvozovaci pravidla predikatové logiky

* Modus ponens:
Z predpokladli w a (¢ — ) odvodime zavér v,
* Pravidlo zobecnéni (generalizace):

zZ piedpokladu i odvodime zéver (¥xo).

] 4
= Napf. plati-li x < oo, potom plati (Vx x < o)
o Ptiklad dtikazu (z predpokladt)
(MP) P =Y
(pravidlo zobecnéni) @ F (Vxyp)
(ax. kvantifikatoru) (Vx(v = ¥)) = (¢ = (vxv))
(ax. substituce) (Vx @) = p[x/t]
. Al, A2, A3, ax. rovnosti

* p(xy) Fp(,x)

 plx,y) predpoklad
 Vyp(x,y) pravidlo zobecnéni

" VxVyp(x,y) pravidlo zobecnéni
 VxVyp(x,y) » Vyp(z,y) axiom substituce, x za z
" Vyp(zy) MP

» Vyp(z,y) = p(z,x) axiém substituce, y za x
» p(z,x) MP

" Vzp(zx) pravidlo zobecnéni

» Vzp(z,x) - ply x) axiom substituce, zzay
= p(y,x) mP

- Formalni dikaz versus béiny dukaz

o Formalni logicky systém je jakysi ,,asembler” logického odvozovani
= Dukaz je absolutné nezpochybnitelny, mechanicky kontrolovatelny
=  Proto je formalni odvozovani extrémné detailni, mechanicky jednoduché, a systém je

minimalisticky

=  Formalni systém je stavén tak, aby se dobfe premyslelo o ném, ne v ném

o Bézny dukaz je poloformalni
= Ctenat by mél snadno pochopit a zérover nepochybovat
= Délaji se vétsi kroky, spoléhd se na ¢tenarovu intuici a znalosti
= |dedlné je expandovatelny na plné formalini dlikaz

o Hilbertovsky dikaz je snadno, mechanicky ovéfitelny, ale neni snadno vymyslitelny, a to ani pomoci

pocitace

- Dulezité pojmy pro pisemku
o Logicky systém — syntax, sémantika a dokazovaci systém
Odvozovaci, diikazovy systém
Axiom — zakladni pravda
Odvozovaci pravidlo
Dukaz
Dtikaz z predpokladi
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Rezolucni diikaz ve vyrokové logice

(@)
O
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Jen jedno pravidlo
Pracuje ale v CNF

Rezolucni pravidio
X{VvA),(-{vB)-FAVB

+ kde (¢ v A), (~f v B) jsou konfliktni klauzule
‘ + AV B je resolvent(a).

SHHE) TRANAE
{dést v snih), (-snih v ~tramvaje)
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Rezolucni diikaz ¢ z mnoZiny predpokladl P je sekvence formuli patficich bud do P nebo odvozenych
z pfedchozich rezoluénim pravidlem. PiSeme P - ¢

= Rezoluéni dikaz O z P je rezoluéni vyvraceni P

Rezoluéni vyvraceni ¢ je dikazem nesplnitelnosti ¢

Platnost formule ¢ pomoci rezoluce dokazeme tak, Ze:
= Pfevedeme —¢ do ekvivalentni formule v CNF s mnoZinou klauzuli C, a
= Rezolucné vyvratime C

Priklad rezolu¢niho dtlikazu ve vyrokové logice
Dokazujeme rezoluci formuli ¢:
¢: (PVRY=SV(QARV(PA-T)V((S=> QAQA(-T = Q))
S[ (PVR)=SV(mQAR)V(IPA=T)V((S = QA (=T = Q)) ] (neguj)

S[(~(PVRIVSV(-QAR)V(PA-T)V((-SvQ)A(TVvQ) (impl )
(PVR)A=SA(QV-RIAN(-PVT)A((SA-Q)V(-T A-Q)) (NNF)
(PVR)A-SA(QV " RYA(PVTIA QA(SV -T) (distrib )

(PVR) A (@V-R) A ~F A (-PVT) A (SV-T) A =S (CNF)
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=  Plvodni plati



o P¥iklad rezoluéniho diikazu v predikatové logice
U™

ﬁ i_’ — = =
} VquVsz[ —\O/dergx.y) ~Older(y,x)) A Older(Fifinka,z) A Older(Pinda, u)

[y]eiF /v/al
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o Rezolucni inference v predikatové logice

(—eats(x, y) v fears(y, x)) | (eats(x, prey(x)))
VxVy (-eats(x, y) V fears(y. x)% A Vx Eeats(x, prey(x));
VxVyVz [ —eats(x.y) V fears(y, x)) A eats(z, prey(z)) J

= Vyvracime platnost, tj. ukazujeme existenci protipfikladu, néjakych hodnot proménnych, pro
které formule uvnitf kvant. Neplati

=  MdUiZeme tedy jejich hodnoty omezit tak, aby bolo potom mozné pouzit predikatové rezolucni
pravidlo

= Zde konkrétné pomuze omezit se na x stejné jako z a y stejné jako prey(z)

Vz [ (-eats(z, prey(z)) v fears(prey(z).2)) A (eats(z, prey(2))) |

* \ /

Vz[ (fears(prey(z),2)) ]

Substituce
o Substituce je zobrazeni o z proménnych do termu.
o [Xi/ty,...,Xn/ty] znadi substituci o, kde a(x;) = t; prol < i < nao(x) =x pro ostatni proménné
(mnoZina proménnych bude jasna z kontextu).
o Aplikaci substituce o na vyraz (formuli nebo term) E dostaneme vyraz Eg, a to soucasnym nahrazenim
kazdého volného vyskytu proménné x termem a(x)
Napf. pro £ = p(x) v p(f(y)) a o = [x/y,y/f(a)] dostaneme Ec = p(y) v p(f(f(a))).
Slovem ,soucasne” v definici aplikace je mysleno, ze nenahrazujeme postupné x za y a potom

o y 2a f(a), to bychom dostali p{#{a}} v ol fFaY.

Unifikace
o Unifikator dvou vyraz(l E a E’ je substituce u takova, ze Eu = E'u
o Pokud existuje, potom jsou E a E* unifikovatelné



O
O

Napriklad, necht a, b, ¢ jsou konstanty, x, y, z proménné.

Unifikator p(x, c) a p(b, c) je [x/b].

Unifikator p(f(x).y) a p(f(a),z) je [x/a,y/2]. [x/a,y/a,z/a). [x/a,y/f(b),z/F(D)] ...
p(x,a) a p(b, c) nejsou unifikovatelné, stejné jako p(f(x),z) a p(a,y).

Maximalné obecny unifikator (mgu) vyrazu E a E’ je unifikator u takovy, Ze kazdy unifikator Ea E’
dostaneme jeho sloZzenim o o u s néjakou dalsi substituci o

Napr. mgu p(f(x), y) a p(f(2), 2) je 1 = [x/a,y/2],
ale ne 3 = [x/a,y/a,z/a] ani py = [x/a,y/f(b),z/f(b)].
Opravdu, py = [z/a] o a pp = [z/F(b)] o .

= Jednoduchy algoritmus pro nalezeni mgu

Input: mnozina M vyrazi
Output: mgu p pro M, pokud existuje, jinak M neni unifikovatelna

1u=0
2 while existuji vyrazy E, Ele M a nejlevéjsi pozice i, kde se E[i] lisi od E'[i] do
if E[i] ani E'[i] neni proménna then
return M neni unifikovateln
Necht, w.l.o.g., E[i] je proménna x a na E'[i] je term t.
if x se vyskytuje v t then
return M neni unifikovateln
else
p=I[x/tlou
10 Vsechny vyrazy E” € M nahrad za E"[x/t]
Pl return 4 (nejobecnéjsi unifikator, mgu, mnoziny M)
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=  Vypocet mgu

M={P(z,w,a), P(ugly).y), P(f(x),x,v)}

P( |z w ,a), P( v ,gly).y), P( f(x) , x ,v ) [z/4]
P( ju  w ,a), P( u .gy).y)., P( f(x) ., x v ) [wel)
P( Ju .gly).a), P( v .gly).y), P( f(x) ., x ,v ) |[y/3

P( Ju .g(3),a), P( v .g(a).3a), P( f(x) ., x ,v ) [u/f(x)]
P([f(x) .g(a),a). P( f(x) .g(a).a), P( f(x) , x v ) [x/g(a)]
P( f(g(a)) . g(a) ,a). P(f(g(a)), g(a) .a). P(f(g(a)),g(a).v ) [v/4]
P(U(g(a)) g(a) . a). P(f(g(a)). g(a) . a), P(f(g(a)), g(a),a )

Reseni: Nejobecn&jsi unifikator M (mgu) je substituce

[v/a]o[x/g(a)] o [u/f(x)] o [y/a] o [w/g(y)] o [z/u] =
(z/f(g(a)), w/g(a),u/f(g(a)),y/a x/g(a), v/a]




Rezolu¢ni odvozovaci pravidlo predikatové logiky, zakladni

Rezolucni pravidlo
(EV @), (20 VY) oy V
pokud Free(¢ V ) NFree(~¢' v y) =0 apjemguprofad.

* kde (£ V @), (-¢V v) jsou konfliktni klauzule,
* VY je resolvent(a).

I Pokud neni splnéna podminka na prazdny priinik proménnych, je tieba pred
pouzitim rezoluéniho pravidla pfejmenovat proménné!
(~(x=0)). (z=0Vz>(x—x))
o

Rezoluéni odvozovaci pravidlo predikatové logiky, obecné

Obecn4 verze rezolucniho pravidla

(é’lv...vP,,l vsa),d—.(’,,,,lv...v—‘(?:/vw)vaw,u

pokud 1 < n < m, Free(f, V...V{,V@)NFree(—f, 1 V...Vl Vp) =
apjemgupro{ly,....0n}

+ Sometimes neccessary, since the simple rule is not enough

Vv ply (mp(u) vV 2p(v))
/—ﬁ—} /[-X/N 0 \ v/&

Rezolu¢ni vyvraceni formule v CNF
4 4
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