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5 Procházeńı grafu a odvozené úlohy5 Procházeńı grafu a odvozené úlohy

Nyńı se hlouběji pod́ıváme na grafy z programátorské perspektivy: pod́ıváme se na
obecné schéma procházeńı grafu, které je základem mnoha užitečných algoritmů na
grafech. Poté se hlouběji zamě̌ŕıme na dvě specifické grafové úlohy – hledáńı nejkraťśı
cesty a minimálńı kostry.
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Stručný p̌rehled lekceStručný p̌rehled lekce

* Obecné schéma procházeńı grafem a jeho varianty.

* Nejkraťśı cesta v grafu a Dijkstr̊uv algoritmus.

* Minimálńı kostra grafu a jej́ı základńı algoritmy.
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5.1 Jak obecně proj́ıt souvislý graf5.1 Jak obecně proj́ıt souvislý graf

Metoda 5.1. Schéma algoritmu pro procházeńı grafem
Pro vytvǒreńı co nejobecněǰśıho schématu si pomůžeme následuj́ıćımi:

• Vrchol grafu: má stavy . . .
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Metoda 5.1. Schéma algoritmu pro procházeńı grafem
Pro vytvǒreńı co nejobecněǰśıho schématu si pomůžeme následuj́ıćımi:

• Vrchol grafu: má stavy . . .

∗ iniciačńı – dostane na začátku,

∗ nalezený – implicitńı stav poté, co jsme jej p̌res některou hranu nalezli
(a odložili ke zpracováńı později),
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∗ nalezený – implicitńı stav poté, co jsme jej p̌res některou hranu nalezli
(a odložili ke zpracováńı později),

∗ zpracovaný – poté, co jsme už probrali všechny hrany z něj vycházej́ıćı,

∗ (p̌ŕıp. ještě stav
”
post-zpracovaný“, po dokončeńı všech následńık̊u).



page.31
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∗ (p̌ŕıp. ještě stav
”
post-zpracovaný“, po dokončeńı všech následńık̊u).

• Úschovna: je pomocná datová struktura (množina s dodatečnými atributy),

∗ udržuje odložené, tj. nalezené a ještě nezpracované vrcholy, spolu s do-
datečnou specifickou informaćı.
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• Úschovna: je pomocná datová struktura (množina s dodatečnými atributy),

∗ udržuje odložené, tj. nalezené a ještě nezpracované vrcholy, spolu s do-
datečnou specifickou informaćı.

• Způsob, kterým se vyb́ıraj́ı vrcholy z úschovny ke zpracováńı, určuje variantu
algoritmu procházeńı grafu.

• V prohledávaných vrcholech a hranách se volitelně prováděj́ı dodatečné pro-
gramové akce pro prohledáńı a zpracováńı našeho grafu.
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Algoritmus 5.2. Generické procházeńı souvislé komponenty G grafu

• Vstup: Souvislý graf G, daný seznamem vrchol̊u a seznamy vycházej́ıćıch
hran z každého vrcholu, plus p̌ŕıpadné ohodnoceńı.
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• Vybereme lib. počátek prohledáváńı u ∈ V (G); úschovna U ←{u}.
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• Vybereme lib. počátek prohledáváńı u ∈ V (G); úschovna U ←{u}.

• Dokud U 6= ∅, opakujeme:

∗ Zvoĺıme libovolně v ∈ U ; odebereme U ← U \ {v}. (!)
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• Dokud U 6= ∅, opakujeme:

∗ Zvoĺıme libovolně v ∈ U ; odebereme U ← U \ {v}. (!)

∗ Pokud stav(v) = zpracovaný, jdeme zpět na start cyklu. (*)

∗ Př́ıpadně provedeme libovolnou akci ZPRACUJ(v).
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∗ Pro všechny hrany f ∈ E(G) vycházej́ıćı z v provedeme:

– Necht’ w je druhý konec hrany f = vw;

– pokud stav(w) 6= zpracovaný, odlož́ıme U ← U ∪ {w}. (**)
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• Vstup: Souvislý graf G, daný seznamem vrchol̊u a seznamy vycházej́ıćıch
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• Dokud U 6= ∅, opakujeme:
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∗ Pro všechny hrany f ∈ E(G) vycházej́ıćı z v provedeme:

– Necht’ w je druhý konec hrany f = vw;

– pokud stav(w) 6= zpracovaný, odlož́ıme U ← U ∪ {w}. (**)

∗ stav(v)← zpracovaný; na start cyklu.

• Souvislý G je celý prohledaný a zpracovaný.

Pozor, všimněte se, že v bodě (**) obecně docháźı k násobnému ukládáńı, což
v praktické implementaci často obejdeme pouhou změnou

”
odloženého stavu“.
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Některé implementace procházeńı grafu

Jak je vlastně proveden krok (!);
”
zvoĺıme libovolně v ∈ U“ ? Právě tato volba

je kĺıčová pro výslednou podobu projit́ı grafu G:

• Procházeńı
”

do š́ı̌rky“, BFS – úschovna U je implementovaná jako fronta,
neboli je voleno v ∈ U od prvńıch vrchol̊u vložených do úschovny.
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do š́ı̌rky“, BFS – úschovna U je implementovaná jako fronta,
neboli je voleno v ∈ U od prvńıch vrchol̊u vložených do úschovny.

• Procházeńı
”

do hloubky“, DFS – úschovna U je implementovaná jako
zásobńık, neboli je voleno v ∈ U od později vložených do úschovny.
(Opakované vložeńı vrcholu v do U jej posune na vřsek zásobńıku.)



page.31
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”
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zásobńık, neboli je voleno v ∈ U od později vložených do úschovny.
(Opakované vložeńı vrcholu v do U jej posune na vřsek zásobńıku.)

Dále zḿıńıme i tyto dva konkrétńı, staré a dob̌re známé algoritmy p̌ŕımo
založené na prohledáváńı grafu:

• Dijkstr̊uv algoritmus pro nejkraťśı cestu – z úschovny vyb́ıráme vždy vrchol
nejbližš́ı (dosud určenou celkovou vzdálenost́ı) k počátečńımu u.
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založené na prohledáváńı grafu:

• Dijkstr̊uv algoritmus pro nejkraťśı cestu – z úschovny vyb́ıráme vždy vrchol
nejbližš́ı (dosud určenou celkovou vzdálenost́ı) k počátečńımu u.

• Jarńık̊uv algoritmus pro minimálńı kostru – z úschovny vyb́ıráme vždy vrchol
nejbližš́ı (délkou hrany) ke kterémukoliv již zpracovanému vrcholu.

Poznámka : Jarńık̊uv algoritmus se ve světové literatǔre se obvykle p̌ripisuje Američanu
Primovi, který jej však objevil a publikoval až skoro 30 let po Jarńıkovi.
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Petr Hliněný, FI MU Brno, 2014 5 / 31 FI: IB000: Procházeńı grafu

Konkrétńı ukázky BFS a DFS

Př́ıklad 5.3. Ukázka pr̊uchodu následuj́ıćım grafem do š́ı̌rky z vrcholu a.
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Značeńı v prohledávaném grafu: barevně aktuálně zpracovávaný vrchol a jeho hrany
objevuj́ıćı nové vrcholy, kroužkem a plnou čarou již zpracované vrcholy a hrany.

s s s
ssss

s s
s

a f b

c

d

ef

g

h i

j

f��@@ f��@@



page.31
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Značeńı v prohledávaném grafu: barevně aktuálně zpracovávaný vrchol a jeho hrany
objevuj́ıćı nové vrcholy, kroužkem a plnou čarou již zpracované vrcholy a hrany.
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Značeńı v prohledávaném grafu: barevně aktuálně zpracovávaný vrchol a jeho hrany
objevuj́ıćı nové vrcholy, kroužkem a plnou čarou již zpracované vrcholy a hrany.
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Značeńı v prohledávaném grafu: barevně aktuálně zpracovávaný vrchol a jeho hrany
objevuj́ıćı nové vrcholy, kroužkem a plnou čarou již zpracované vrcholy a hrany.
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Př́ıklad 5.4. Ukázka pr̊uchodu p̌redchoźım grafem do hloubky z vrcholu a.
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s s s
ssss

s s
s

a f b

c

d

ef

g

h i

j

f��@@ f��@@ s s s
ssss

s s
s

a f b

c

d

ef

g

h i

j

f��@@ f��DDDDD
DD

f��DDDDD
DD

s s s
ssss

s s
s

a f b

c

d

ef

g

h i

j

f��@@ f��DDDDD
DD f((((( aa
aa

aa
aa faaaaaaaa (((((

s s s
ssss

s s
s

a f b

c

d

ef

g

h i

j

f��@@ f��DDDDD
DD f((((( aa
aa

aa
aa

f@@
,,,,,

aaa
aaa

a f@@
,,,,,

aaa
aaa

a

s s s
ssss

s s
s

a f b

c

d

ef

g

h i

j

f��@@ f��DDDDD
DD f((((( aa
aa

aa
aa

f@@
,,,,,

aaa
aaa

a f
�
�

f
�
�

s s s
ssss

s s
s

a f b

c

d

ef

g

h i

j

f��@@ f��DDDDD
DD f((((( aa
aa

aa
aa

f@@
,,,,,

aaa
aaa

a f
�
�ff
DDDDDDD



page.31
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5.2 Vzdálenost v grafu5.2 Vzdálenost v grafu

Definice 5.5. Vzdálenost dG(u, v) dvou vrchol̊u u, v v grafu G
je dána délkou nejkraťśı cesty mezi u a v v G.
Pokud cesta mezi u, v neexistuje, je vzdálenost definována dG(u, v) =∞.
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p̌rekonat, pokud se chceme dostat z u do v. Speciálně dG(u, u) = 0.
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Fakt: V neorientovaném grafu je vzdálenost symetrická, tj. dG(u, v) = dG(v, u).
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p̌rekonat, pokud se chceme dostat z u do v. Speciálně dG(u, u) = 0.
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Fakt: V neorientovaném grafu je vzdálenost symetrická, tj. dG(u, v) = dG(v, u).

Lema 5.6. Vzdálenost v grafech splňuje trojúhelńıkovou nerovnost:

∀u, v, w ∈ V (G) : dG(u, v) + dG(v, w) ≥ dG(u,w) .
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BFS a zjǐstěńı vzdálenosti

Jak nejsnadněji urč́ıme vzdálenost v grafu? Stač́ı si povšimnout hezkých vlast-
nost́ı procházeńı grafu do š́ı̌rky.

Věta 5.7. Algoritmus procházeńı grafu do š́ı̌rky lze použ́ıt pro výpočet grafové
vzdálenosti z daného vrcholu u.
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• Toto je poměrně jednoduchá aplikace, kdy počátečńımu vrcholu u p̌rǐrad́ıme
vzdálenost 0, a pak vždy každému daľśımu nalezenému vrcholu v p̌rǐrad́ıme
vzdálenost o 1 věťśı než byla vzdálenost vrcholu, ze kterého byl nalezen.
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Věta 5.7. Algoritmus procházeńı grafu do š́ı̌rky lze použ́ıt pro výpočet grafové
vzdálenosti z daného vrcholu u.

• Toto je poměrně jednoduchá aplikace, kdy počátečńımu vrcholu u p̌rǐrad́ıme
vzdálenost 0, a pak vždy každému daľśımu nalezenému vrcholu v p̌rǐrad́ıme
vzdálenost o 1 věťśı než byla vzdálenost vrcholu, ze kterého byl nalezen.

Důkaz se oṕırá o následuj́ıćı tvrzeńı:

∗ Necht’ u, v, w jsou vrcholy souvislého grafu G takové, že dG(u, v) <
dG(u,w). Pak p̌ri algoritmu procházeńı grafu G do š́ı̌rky z vrcholu u je
vrchol v nalezen ďŕıve než vrchol w.
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BFS a zjǐstěńı vzdálenosti

Jak nejsnadněji urč́ıme vzdálenost v grafu? Stač́ı si povšimnout hezkých vlast-
nost́ı procházeńı grafu do š́ı̌rky.

Věta 5.7. Algoritmus procházeńı grafu do š́ı̌rky lze použ́ıt pro výpočet grafové
vzdálenosti z daného vrcholu u.

• Toto je poměrně jednoduchá aplikace, kdy počátečńımu vrcholu u p̌rǐrad́ıme
vzdálenost 0, a pak vždy každému daľśımu nalezenému vrcholu v p̌rǐrad́ıme
vzdálenost o 1 věťśı než byla vzdálenost vrcholu, ze kterého byl nalezen.

Důkaz se oṕırá o následuj́ıćı tvrzeńı:

∗ Necht’ u, v, w jsou vrcholy souvislého grafu G takové, že dG(u, v) <
dG(u,w). Pak p̌ri algoritmu procházeńı grafu G do š́ı̌rky z vrcholu u je
vrchol v nalezen ďŕıve než vrchol w.

V důkaze postupujeme indukćı podle vzdálenosti dG(u, v). . . 2

(Není třeba)
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5.3 Hledáńı nejkraťśı cesty5.3 Hledáńı nejkraťśı cesty

Definice: Vážený graf je graf G spolu s ohodnoceńım w hran reálnými č́ısly

w : E(G)→ R .

Kladně vážený graf (G,w) je takový, že w(e) > 0 pro všechny hrany e.
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5.3 Hledáńı nejkraťśı cesty5.3 Hledáńı nejkraťśı cesty

Definice: Vážený graf je graf G spolu s ohodnoceńım w hran reálnými č́ısly

w : E(G)→ R .

Kladně vážený graf (G,w) je takový, že w(e) > 0 pro všechny hrany e.

Definice 5.8. (vážená vzdálenost) Mějme (kladně) vážený graf (G,w).
Váženou délkou cesty P je

dwG(P ) =
∑

e∈E(P )
w(e) .

Váženou vzdálenost́ı v (G,w) mezi dvěma vrcholy u, v pak je

dwG(u, v) = min{dwG(P ) : P je cesta s konci u, v} .
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5.3 Hledáńı nejkraťśı cesty5.3 Hledáńı nejkraťśı cesty

Definice: Vážený graf je graf G spolu s ohodnoceńım w hran reálnými č́ısly

w : E(G)→ R .

Kladně vážený graf (G,w) je takový, že w(e) > 0 pro všechny hrany e.

Definice 5.8. (vážená vzdálenost) Mějme (kladně) vážený graf (G,w).
Váženou délkou cesty P je

dwG(P ) =
∑

e∈E(P )
w(e) .

Váženou vzdálenost́ı v (G,w) mezi dvěma vrcholy u, v pak je

dwG(u, v) = min{dwG(P ) : P je cesta s konci u, v} .

Lema 5.9. Vážená vzdálenost v nezáporně vážených grafech (i orientovaných
grafech) splňuje trojúhelńıkovou nerovnost.
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Př́ıklad 5.10. Pod́ıvejme se na následuj́ıćı ohodnocený graf (č́ısla u hran udávaj́ı
jejich váhy–délky.)
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1
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1
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1

Vzdálenost mezi vrcholy a, c je 3, stejně tak mezi b, c. Co ale mezi a, b?
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Petr Hliněný, FI MU Brno, 2014 11 / 31 FI: IB000: Procházeńı grafu

Př́ıklad 5.10. Pod́ıvejme se na následuj́ıćı ohodnocený graf (č́ısla u hran udávaj́ı
jejich váhy–délky.)
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Vzdálenost mezi vrcholy a, c je 3, stejně tak mezi b, c. Co ale mezi a, b? Je
jejich vzdálenost 6?
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Př́ıklad 5.10. Pod́ıvejme se na následuj́ıćı ohodnocený graf (č́ısla u hran udávaj́ı
jejich váhy–délky.)

s s s
s s

s s
,
,
,
,
,
,
,
,

l
l
l
l
l
l
l
l

a b
c

f f
1

3 3

1

4

1 1

1

Vzdálenost mezi vrcholy a, c je 3, stejně tak mezi b, c. Co ale mezi a, b? Je
jejich vzdálenost 6? Kdepak, vzdálenost a, b je 5, jej́ı cesta vede po

”
horńıch“

vrcholech, jak je vyznačeno.

s s s
s s

s s

Povšimněte si, že tento p̌ŕıklad zároveň ukazuje, že postup prohledáváńım do
š́ı̌rky neńı korektńı pro hledáńı vzdálenost́ı ve váženém grafu. 2
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Problém nejkraťśı cesty

Jedná se patrně o nejznáměǰśı
”
grafový“ problém v praktických aplikaćıch, jenž

nalezneme od vyhledáváńı dopravńıch spojeńı, GPS navigaćı, plánováńı pohybů
robota, až po ťreba rozhodovaćı systémy.
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Petr Hliněný, FI MU Brno, 2014 13 / 31 FI: IB000: Procházeńı grafu

Dijkstr̊uv algoritmus

Algoritmus 5.11. Hledáńı nejkraťśı cesty mezi u a v v kladně váž. grafu.

• Vstup: Souvislý graf G, daný seznamem vrchol̊u a seznamy vycházej́ıćıch
hran z každého vrcholu, plus váhy w hran. Počátečńı vrchol u a koncový v.
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Dijkstr̊uv algoritmus

Algoritmus 5.11. Hledáńı nejkraťśı cesty mezi u a v v kladně váž. grafu.

• Vstup: Souvislý graf G, daný seznamem vrchol̊u a seznamy vycházej́ıćıch
hran z každého vrcholu, plus váhy w hran. Počátečńı vrchol u a koncový v.

• Úschovna U ←
{
(u, d(u) = 0)

}
.
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Dijkstr̊uv algoritmus

Algoritmus 5.11. Hledáńı nejkraťśı cesty mezi u a v v kladně váž. grafu.

• Vstup: Souvislý graf G, daný seznamem vrchol̊u a seznamy vycházej́ıćıch
hran z každého vrcholu, plus váhy w hran. Počátečńı vrchol u a koncový v.

• Úschovna U ←
{
(u, d(u) = 0)

}
.

• Dokud U 6= ∅, opakujeme:

∗ Zvoĺıme (x, d(x)) ∈ U takové, že d(x) je minimálńı.
Odebereme U ← U \

{
(x, d(x))

}
.
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Dijkstr̊uv algoritmus

Algoritmus 5.11. Hledáńı nejkraťśı cesty mezi u a v v kladně váž. grafu.

• Vstup: Souvislý graf G, daný seznamem vrchol̊u a seznamy vycházej́ıćıch
hran z každého vrcholu, plus váhy w hran. Počátečńı vrchol u a koncový v.

• Úschovna U ←
{
(u, d(u) = 0)

}
.

• Dokud U 6= ∅, opakujeme:

∗ Zvoĺıme (x, d(x)) ∈ U takové, že d(x) je minimálńı.
Odebereme U ← U \

{
(x, d(x))

}
.

∗ Pokud x = v, algoritmus může skončit.
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Dijkstr̊uv algoritmus

Algoritmus 5.11. Hledáńı nejkraťśı cesty mezi u a v v kladně váž. grafu.

• Vstup: Souvislý graf G, daný seznamem vrchol̊u a seznamy vycházej́ıćıch
hran z každého vrcholu, plus váhy w hran. Počátečńı vrchol u a koncový v.

• Úschovna U ←
{
(u, d(u) = 0)

}
.

• Dokud U 6= ∅, opakujeme:

∗ Zvoĺıme (x, d(x)) ∈ U takové, že d(x) je minimálńı.
Odebereme U ← U \

{
(x, d(x))

}
.

∗ Pokud x = v, algoritmus může skončit.

∗ Pro všechny hrany f ∈ E(G) vycházej́ıćı z x provedeme:

– Necht’ y je druhý konec hrany f = xy;
a necht’ d′(y) = d(x) + w(f) (nová cesta do y p̌res x).

– Pokud (y, d(y)) 6∈ U , nebo (y, d(y)) ∈ U pro d(y) > d′(y),
odlož́ıme U ←

(
U \ {(y, d(y))}

)
∪
{
(y, d′(y))

}
(výměna za novou, lepš́ı dočasnou vzdálenost do y).
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Dijkstr̊uv algoritmus

Algoritmus 5.11. Hledáńı nejkraťśı cesty mezi u a v v kladně váž. grafu.

• Vstup: Souvislý graf G, daný seznamem vrchol̊u a seznamy vycházej́ıćıch
hran z každého vrcholu, plus váhy w hran. Počátečńı vrchol u a koncový v.

• Úschovna U ←
{
(u, d(u) = 0)

}
.

• Dokud U 6= ∅, opakujeme:

∗ Zvoĺıme (x, d(x)) ∈ U takové, že d(x) je minimálńı.
Odebereme U ← U \

{
(x, d(x))

}
.

∗ Pokud x = v, algoritmus může skončit.

∗ Pro všechny hrany f ∈ E(G) vycházej́ıćı z x provedeme:

– Necht’ y je druhý konec hrany f = xy;
a necht’ d′(y) = d(x) + w(f) (nová cesta do y p̌res x).

– Pokud (y, d(y)) 6∈ U , nebo (y, d(y)) ∈ U pro d(y) > d′(y),
odlož́ıme U ←

(
U \ {(y, d(y))}

)
∪
{
(y, d′(y))

}
(výměna za novou, lepš́ı dočasnou vzdálenost do y).

• Výstup: d(v) udává váženou vzdálenost z u do v.
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Kĺıčem k pochopeńı činnosti Dijkstrova algoritmu je
”
uvidět“, že v každé jeho

fázi jsou správně nalezeny všechny nejkraťśı cesty z u vedoućı po zpracovaných
vrcholech. Postupem prohledáváńı grafu se tak jednou dostaneme až k určeńı
správné vzdálenosti ćıle v.
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Kĺıčem k pochopeńı činnosti Dijkstrova algoritmu je
”
uvidět“, že v každé jeho

fázi jsou správně nalezeny všechny nejkraťśı cesty z u vedoućı po zpracovaných
vrcholech. Postupem prohledáváńı grafu se tak jednou dostaneme až k určeńı
správné vzdálenosti ćıle v.

Př́ıklad 5.12. Ukázka běhu Dijkstrova Algoritmu 8.11 pro nalezeńı nejkraťśı
cesty mezi vrcholy u, v v následuj́ıćım váženém grafu.
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s s
s
s

ss
s
s

u

v

1

5
3

2

3 1

2

1

5 2

2

1

2

f����
�
�
�
�

@@
@@ f����

�
�
�
�

@@
@@ 0

1

∞

5

∞∞

∞

2



page.31
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Petr Hliněný, FI MU Brno, 2014 15 / 31 FI: IB000: Procházeńı grafu
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Petr Hliněný, FI MU Brno, 2014 15 / 31 FI: IB000: Procházeńı grafu
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Důkaz správnosti

Věta 5.13. Dijkstr̊uv Algoritmus 8.11 pro kladně vážený graf (G,w) vždy
správně najde nejkraťśı cestu mezi danými vrcholy u, v.
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Důkaz správnosti

Věta 5.13. Dijkstr̊uv Algoritmus 8.11 pro kladně vážený graf (G,w) vždy
správně najde nejkraťśı cestu mezi danými vrcholy u, v.

Důkaz vede p̌res následuj́ıćı ześılené tvrzeńı indukćı:

• V každé iteraci Algoritmu 8.11 hodnota d(x) udává nejkraťśı vzdálenost
z vrcholu u do x p̌ri cestě pouze po už zpracovaných vniťrńıch vrcholech.

V bázi indukce dovolujeme pouze cesty použ́ıvaj́ıćı u a x, tj. jen hrany vycházej́ıćı
z u. Ty jsou v prvńı iteraci algoritmu probrány a jejich délky uloženy do U .
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Věta 5.13. Dijkstr̊uv Algoritmus 8.11 pro kladně vážený graf (G,w) vždy
správně najde nejkraťśı cestu mezi danými vrcholy u, v.

Důkaz vede p̌res následuj́ıćı ześılené tvrzeńı indukćı:

• V každé iteraci Algoritmu 8.11 hodnota d(x) udává nejkraťśı vzdálenost
z vrcholu u do x p̌ri cestě pouze po už zpracovaných vniťrńıch vrcholech.

V bázi indukce dovolujeme pouze cesty použ́ıvaj́ıćı u a x, tj. jen hrany vycházej́ıćı
z u. Ty jsou v prvńı iteraci algoritmu probrány a jejich délky uloženy do U .

V každém daľśım kroku je vybrán jako vrchol x ke zpracováńı ten, který má
ze všech nezpracovaných vrchol̊u nejkraťśı nalezenou vzdálenost od počátku u.
V tom okamžiku je d(x) platnou vzdálenost́ı do x, nebot’ jakákoliv cesta p̌res
jiný nezpracovaný vrchol nemůže být kraťśı d́ıky nezápornosti vah w.

Z toho pak vyplývá, že zpracováńı vrcholu x správně uprav́ı dočasné vzdálenosti
odložené do U . Důkaz indukćı je hotov. 2
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5.4 Problém minimálńı kostry5.4 Problém minimálńı kostry

V tomto p̌ŕıpadě nebudeme hledat nejkraťśı spojeńı mezi dvojićı vrchol̊u, ale
mezi všemi vrcholy najednou – této úloze se ř́ıká minimálńı kostra neboli MST
(

”
minimum spanning tree“).
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V návaznosti na Odd́ıl 7.4 definujeme toto:

Definice: Podgraf T ⊆ G souvislého grafu G se nazývá kostrou, pokud

∗ T je stromem a

∗ V (T ) = V (G), neboli T propojuje všechny vrcholy G.
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Definice: Podgraf T ⊆ G souvislého grafu G se nazývá kostrou, pokud

∗ T je stromem a

∗ V (T ) = V (G), neboli T propojuje všechny vrcholy G.

Váhou (délkou) kostry T ⊆ G váženého souvislého grafu (G,w) rozuḿıme

dwG(T ) =
∑

e∈E(T )
w(e) .
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Váhou (délkou) kostry T ⊆ G váženého souvislého grafu (G,w) rozuḿıme

dwG(T ) =
∑

e∈E(T )
w(e) .

Definice 5.14. Problém minimálńı kostry (MST) ve váž. grafu (G,w)
hledá kostru T ⊆ G s nejmenš́ı možnou vahou (p̌res všechny kostry grafu G).
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Definice: Podgraf T ⊆ G souvislého grafu G se nazývá kostrou, pokud

∗ T je stromem a

∗ V (T ) = V (G), neboli T propojuje všechny vrcholy G.

Váhou (délkou) kostry T ⊆ G váženého souvislého grafu (G,w) rozuḿıme

dwG(T ) =
∑

e∈E(T )
w(e) .

Definice 5.14. Problém minimálńı kostry (MST) ve váž. grafu (G,w)
hledá kostru T ⊆ G s nejmenš́ı možnou vahou (p̌res všechny kostry grafu G).

Problém minimálńı kostry je ve skutečnosti historicky úzce svázán s jižńı Moravou
a Brnem, konkrétně s elektrifikaćı jihomoravských vesnic ve dvacátých letech! Právě
na základě tohoto praktického optimalizačńıho problému brněnský matematik Otakar
Bor̊uvka jako prvńı podal řešeńı problému minimálńı kostry v roce 1926.
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Hladové řešeńı minimálńı kostry
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Metoda 5.15. Hladový postup pro minimálńı kostru grafu (G,w).
Mějme dán souvislý vážený graf G s ohodnoceńım hran w.

• Sěrad́ıme všechny hrany G jako E(G) = (e1, e2, . . . , em) tak, že w(e1) ≤
w(e2) ≤ · · · ≤ w(em).
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Hladové řešeńı minimálńı kostry
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Metoda 5.15. Hladový postup pro minimálńı kostru grafu (G,w).
Mějme dán souvislý vážený graf G s ohodnoceńım hran w.

• Sěrad́ıme všechny hrany G jako E(G) = (e1, e2, . . . , em) tak, že w(e1) ≤
w(e2) ≤ · · · ≤ w(em).

• Inicializujeme prázdnou kostru T = (V (G), ∅).

• Po řadě pro i = 1, 2, . . . ,m provedeme následuj́ıćı:

∗ Pokud T + ei nevytvá̌ŕı kružnici, tak E(T )← E(T ) ∪ {ei}.
(Neboli pokud ei spojuje r̊uzné komponenty souvislosti dosavadńıho T .)
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Petr Hliněný, FI MU Brno, 2014 19 / 31 FI: IB000: Procházeńı grafu
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Metoda 5.15. Hladový postup pro minimálńı kostru grafu (G,w).
Mějme dán souvislý vážený graf G s ohodnoceńım hran w.

• Sěrad́ıme všechny hrany G jako E(G) = (e1, e2, . . . , em) tak, že w(e1) ≤
w(e2) ≤ · · · ≤ w(em).

• Inicializujeme prázdnou kostru T = (V (G), ∅).

• Po řadě pro i = 1, 2, . . . ,m provedeme následuj́ıćı:

∗ Pokud T + ei nevytvá̌ŕı kružnici, tak E(T )← E(T ) ∪ {ei}.
(Neboli pokud ei spojuje r̊uzné komponenty souvislosti dosavadńıho T .)

• Na konci T obsahuje minimálńı kostru grafu G.
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Ukážeme si postup hladového algoritmu pro vyhledáńı kostry výše zakresleného grafu.
Hrany si nejprve sěrad́ıme podle jejich vah 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4.

V obrázku pr̊uběhu algoritmu použ́ıváme tlusté čáry pro vybrané hrany kostry a
tečkované čáry pro zahozené hrany. Hrany ted’ postupně p̌ridáváme do kostry / za-
hazujeme. . .
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Źıskáme tak minimálńı kostru velikosti 1+2+2+3+1+1+2 = 12, která je v tomto
p̌ŕıpadě (náhodou) cestou, na posledńım obrázku vpravo.
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Jarńık̊uv (Primův) algoritmus

Algoritmus 5.16. Hledáńı minimálńı kostry ve váž. grafu (G,w).
Ńıže uvedená specifická implementace procházeńı grafu využ́ıvá úschovnu
rozš́ı̌reným zp̊usobem, kdy ukládá i p̌ŕıchoźı hranu do vrcholu.

• Vstup: Souvislý graf G, daný seznamem vrchol̊u a seznamy vycházej́ıćıch
hran z každého vrcholu, plus váhy w hran.
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• Vstup: Souvislý graf G, daný seznamem vrchol̊u a seznamy vycházej́ıćıch
hran z každého vrcholu, plus váhy w hran.

• Vybereme lib. počátek prohledáváńı u ∈ V (G); úschovna U ←
{
(u, ∅)

}
.

Kostra T = (V (G), ∅).
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• Vybereme lib. počátek prohledáváńı u ∈ V (G); úschovna U ←
{
(u, ∅)

}
.

Kostra T = (V (G), ∅).
• Dokud U 6= ∅, opakujeme:

∗ Zvoĺıme (x, e) ∈ U takové, že w(e) je minimálńı (kde w(∅) = 0).
Odebereme U ← U \

{
(x, e)

}
.
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∗ Přidáme E(T )← E(T ) ∪ {e} (nová hrana do budoućı kostry).
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}
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∗ Zvoĺıme (x, e) ∈ U takové, že w(e) je minimálńı (kde w(∅) = 0).
Odebereme U ← U \

{
(x, e)

}
.

∗ Přidáme E(T )← E(T ) ∪ {e} (nová hrana do budoućı kostry).

∗ Pro všechny hrany f ∈ E(G) vycházej́ıćı z x provedeme:

– Necht’ y je druhý konec hrany f = xy.

– Pokud (y, f ′) 6∈ U , nebo (y, f ′) ∈ U pro nějaké w(f ′) > w(f),
odlož́ıme U ←

(
U \ {(y, f ′)}

)
∪
{
(y, f)

}
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Jarńık̊uv (Primův) algoritmus
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Ńıže uvedená specifická implementace procházeńı grafu využ́ıvá úschovnu
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• Vstup: Souvislý graf G, daný seznamem vrchol̊u a seznamy vycházej́ıćıch
hran z každého vrcholu, plus váhy w hran.

• Vybereme lib. počátek prohledáváńı u ∈ V (G); úschovna U ←
{
(u, ∅)

}
.

Kostra T = (V (G), ∅).
• Dokud U 6= ∅, opakujeme:

∗ Zvoĺıme (x, e) ∈ U takové, že w(e) je minimálńı (kde w(∅) = 0).
Odebereme U ← U \

{
(x, e)

}
.

∗ Přidáme E(T )← E(T ) ∪ {e} (nová hrana do budoućı kostry).

∗ Pro všechny hrany f ∈ E(G) vycházej́ıćı z x provedeme:

– Necht’ y je druhý konec hrany f = xy.

– Pokud (y, f ′) 6∈ U , nebo (y, f ′) ∈ U pro nějaké w(f ′) > w(f),
odlož́ıme U ←

(
U \ {(y, f ′)}

)
∪
{
(y, f)

}
• Výstup: T udává výslednou minimálńı kostru.
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Následuje stručná ukázka pr̊uběhu Jarńıkova algoritmu.
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5.5 Rovinné kresleńı grafu5.5 Rovinné kresleńı grafu

Definice 5.17. Rovinným nakresleńı grafu G
mysĺıme zobrazeńı, ve kterém jsou vrcholy znázorněny jako r̊uzné body v rovině
a hrany jako oblouky spojuj́ıćı body svých koncových vrchol̊u. Přitom hrany se
nesḿı nikde ǩŕıžit ani procházet jinými vrcholy než svými koncovými body.

Graf je rovinný pokud má rovinné nakresleńı.
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5.5 Rovinné kresleńı grafu5.5 Rovinné kresleńı grafu

Definice 5.17. Rovinným nakresleńı grafu G
mysĺıme zobrazeńı, ve kterém jsou vrcholy znázorněny jako r̊uzné body v rovině
a hrany jako oblouky spojuj́ıćı body svých koncových vrchol̊u. Přitom hrany se
nesḿı nikde ǩŕıžit ani procházet jinými vrcholy než svými koncovými body.

Graf je rovinný pokud má rovinné nakresleńı.

Důležitým p̌ŕıkladem rovinných graf̊u jsou grafy (ťŕırozměrných Euklidovských) mno-
hostěnů, ťreba graf čty̌rstěnu, krychle, osmistěnu, dvanáctistěnu, atd.
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Plat́ı, že grafy mnohostěnů jsou vždy rovinné a 3-souvislé.
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Definice: Stěnami rovinného nakresleńı grafu nazýváme (topologicky) souvislé
oblasti roviny ohraničené t́ımto nakresleńım grafu.
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Rovinný graf může ḿıt v́ıce podstatně r̊uzných nakresleńı s r̊uznými stěnami,
ale plat́ı, že počet stěn bude vždy stejný!
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Euler̊uv vztah o počtu stěn

Nyńı si uvedeme zaj́ımavý a vlastně
”
jediný rozumný kvantitativńı“ vztah o

rovinných nakresleńıch graf̊u. Jedná se o slavný Euler̊uv vztah, který ř́ıká:

Věta 5.18. Necht’ rovinné nakresleńı souvislého grafu G má f stěn. Pak

|V (G)|+ f − |E(G)| = 2 .
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Euler̊uv vztah o počtu stěn

Nyńı si uvedeme zaj́ımavý a vlastně
”
jediný rozumný kvantitativńı“ vztah o

rovinných nakresleńıch graf̊u. Jedná se o slavný Euler̊uv vztah, který ř́ıká:

Věta 5.18. Necht’ rovinné nakresleńı souvislého grafu G má f stěn. Pak

|V (G)|+ f − |E(G)| = 2 .

Důkaz: Necht’ počet vrchol̊u v G je v a hran h.

• Pokud je G strom, tj. nemá kružnice, má ve svém nakresleńı jedinou stěnu
(viz Jordanova věta o kružnici) a dle Věty 7.11 má p̌resně h = v−1 hran.
Potom plat́ı v + f − h = v + 1− (v − 1) = 2.
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Euler̊uv vztah o počtu stěn

Nyńı si uvedeme zaj́ımavý a vlastně
”
jediný rozumný kvantitativńı“ vztah o

rovinných nakresleńıch graf̊u. Jedná se o slavný Euler̊uv vztah, který ř́ıká:

Věta 5.18. Necht’ rovinné nakresleńı souvislého grafu G má f stěn. Pak

|V (G)|+ f − |E(G)| = 2 .

Důkaz: Necht’ počet vrchol̊u v G je v a hran h.

• Pokud je G strom, tj. nemá kružnice, má ve svém nakresleńı jedinou stěnu
(viz Jordanova věta o kružnici) a dle Věty 7.11 má p̌resně h = v−1 hran.
Potom plat́ı v + f − h = v + 1− (v − 1) = 2.

• Pokud G obsahuje kružnici C, pak vypust́ıme jednu jej́ı hranu e. T́ım se
počet hran sńıž́ı o 1, ale zároveň se sńıž́ı o 1 počet stěn, protože kružnice
C původně oddělovala (viz Jordanova věta o kružnici) dvě stěny p̌rilehlé k
hraně e od sebe, ale nyńı tyto dvě stěny

”
splynou“ v jednu. Počet vrchol̊u

se nezměńı. Proto se nezměńı hodnota v+f−h = v+(f−1)−(h−1) = 2.

Tvrzeńı tak plyne z principu matematické indukce (podle h). 2
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Důsledek 5.19. Jednoduchý rovinný graf na v ≥ 3 vrcholech má nejvýše 3v−6
hran. Jednoduchý rovinný graf na v ≥ 3 vrcholech a bez trojúhelńık̊u má nejvýše
2v − 4 hran.
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Důsledek 5.19. Jednoduchý rovinný graf na v ≥ 3 vrcholech má nejvýše 3v−6
hran. Jednoduchý rovinný graf na v ≥ 3 vrcholech a bez trojúhelńık̊u má nejvýše
2v − 4 hran.

Důkaz: Můžeme p̌redpokládat, že graf je souvislý, jinak bychom p̌ridali daľśı hrany.
Necht’ počet vrchol̊u v G je v, stěn je f a hran h. Jelikož nemáme smyčky ani násobné
hrany, má každá stěna v nakresleńı grafu na obvodu aspoň 3 hrany, p̌ritom každou
hranu započ́ıtáme ve dvou p̌rilehlých stěnách.
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Důsledek 5.19. Jednoduchý rovinný graf na v ≥ 3 vrcholech má nejvýše 3v−6
hran. Jednoduchý rovinný graf na v ≥ 3 vrcholech a bez trojúhelńık̊u má nejvýše
2v − 4 hran.

Důkaz: Můžeme p̌redpokládat, že graf je souvislý, jinak bychom p̌ridali daľśı hrany.
Necht’ počet vrchol̊u v G je v, stěn je f a hran h. Jelikož nemáme smyčky ani násobné
hrany, má každá stěna v nakresleńı grafu na obvodu aspoň 3 hrany, p̌ritom každou
hranu započ́ıtáme ve dvou p̌rilehlých stěnách. Pak tedy plat́ı h ≥ 1

2 ·3f , neboli 2
3h ≥ f .

Dosazeńım do vztahu Věty 5.18 źıskáme

2 = v + f − h ≤ v +
2

3
h− h = v − 1

3
h

h ≤ 3(v − 2) = 3v − 6 .
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Důsledek 5.19. Jednoduchý rovinný graf na v ≥ 3 vrcholech má nejvýše 3v−6
hran. Jednoduchý rovinný graf na v ≥ 3 vrcholech a bez trojúhelńık̊u má nejvýše
2v − 4 hran.

Důkaz: Můžeme p̌redpokládat, že graf je souvislý, jinak bychom p̌ridali daľśı hrany.
Necht’ počet vrchol̊u v G je v, stěn je f a hran h. Jelikož nemáme smyčky ani násobné
hrany, má každá stěna v nakresleńı grafu na obvodu aspoň 3 hrany, p̌ritom každou
hranu započ́ıtáme ve dvou p̌rilehlých stěnách. Pak tedy plat́ı h ≥ 1

2 ·3f , neboli 2
3h ≥ f .

Dosazeńım do vztahu Věty 5.18 źıskáme

2 = v + f − h ≤ v +
2

3
h− h = v − 1

3
h

h ≤ 3(v − 2) = 3v − 6 .

Druhá část se dokazuje obdobně, ale nyńı v́ıme, že graf nemá ani trojúhelńıky, a tud́ıž
má každá stěna v nakresleńı grafu na obvodu aspoň 4 hrany.
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Důsledek 5.19. Jednoduchý rovinný graf na v ≥ 3 vrcholech má nejvýše 3v−6
hran. Jednoduchý rovinný graf na v ≥ 3 vrcholech a bez trojúhelńık̊u má nejvýše
2v − 4 hran.

Důkaz: Můžeme p̌redpokládat, že graf je souvislý, jinak bychom p̌ridali daľśı hrany.
Necht’ počet vrchol̊u v G je v, stěn je f a hran h. Jelikož nemáme smyčky ani násobné
hrany, má každá stěna v nakresleńı grafu na obvodu aspoň 3 hrany, p̌ritom každou
hranu započ́ıtáme ve dvou p̌rilehlých stěnách. Pak tedy plat́ı h ≥ 1

2 ·3f , neboli 2
3h ≥ f .

Dosazeńım do vztahu Věty 5.18 źıskáme

2 = v + f − h ≤ v +
2

3
h− h = v − 1

3
h

h ≤ 3(v − 2) = 3v − 6 .

Druhá část se dokazuje obdobně, ale nyńı v́ıme, že graf nemá ani trojúhelńıky, a tud́ıž
má každá stěna v nakresleńı grafu na obvodu aspoň 4 hrany. Pak tedy plat́ı h ≥ 1

2 ·4f ,
neboli 2

4h ≥ f . Dosazeńım do vztahu Věty 5.18 źıskáme

2 = v + f − h ≤ v +
2

4
h− h = v − 1

2
h

h ≤ 2(v − 2) = 2v − 4 .

T́ım jsme hotovi. 2
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Existence vrchol̊u malých stupň̊u

Důsledek 5.20. Každý jednoduchý rovinný graf obsahuje vrchol stupně
nejvýše 5.
Každý jednoduchý rovinný graf bez trojúhelńık̊u obsahuje vrchol stupně
nejvýše 3.
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Existence vrchol̊u malých stupň̊u

Důsledek 5.20. Každý jednoduchý rovinný graf obsahuje vrchol stupně
nejvýše 5.
Každý jednoduchý rovinný graf bez trojúhelńık̊u obsahuje vrchol stupně
nejvýše 3.

Důkaz: Pokud by všechny vrcholy měly stupně alespoň 6, celý graf by měl aspoň
1
2 · 6v = 3v hran, což je ve sporu s Důsledkem 5.19. Některý vrchol muśı tud́ıž
ḿıt menš́ı stupeň než 6.

Obdobně postupujeme u druhého tvrzeńı. 2
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Rozpoznáńı rovinných graf̊u

Při praktickém využit́ı rovinných graf̊u je poťreba umět abstraktně zadaný graf
rovinně nakreslit bez ǩŕıžeńı hran.

Věta 5.21. Rozhodnout rovinnost a nalézt p̌ŕıslušné nakresleńı daného grafu
lze v lineárńım čase (v̊uči počtu vrchol̊u).
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Rozpoznáńı rovinných graf̊u

Při praktickém využit́ı rovinných graf̊u je poťreba umět abstraktně zadaný graf
rovinně nakreslit bez ǩŕıžeńı hran.

Věta 5.21. Rozhodnout rovinnost a nalézt p̌ŕıslušné nakresleńı daného grafu
lze v lineárńım čase (v̊uči počtu vrchol̊u).

Př́ıklad 5.22. Ukažme, že následuj́ıćı dva grafy, K5 a K3,3 nejsou rovinné.
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Rozpoznáńı rovinných graf̊u
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Př́ıklad 5.22. Ukažme, že následuj́ıćı dva grafy, K5 a K3,3 nejsou rovinné.
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Při zdůvodněńı využijeme znalosti p̌redchoźıho odd́ılu. Všimněme si, že graf K5

má 5 vrchol̊u a 10 > 3·5−6 hran. Podobně graf K3,3 má 6 vrchol̊u a 9 > 2·6−4
hran, p̌ritom neobsahuje žádné trojúhelńıky. Proto podle Důsledku 5.19 žádný
z nich neńı rovinný.
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Rozpoznáńı rovinných graf̊u

Při praktickém využit́ı rovinných graf̊u je poťreba umět abstraktně zadaný graf
rovinně nakreslit bez ǩŕıžeńı hran.

Věta 5.21. Rozhodnout rovinnost a nalézt p̌ŕıslušné nakresleńı daného grafu
lze v lineárńım čase (v̊uči počtu vrchol̊u).

Př́ıklad 5.22. Ukažme, že následuj́ıćı dva grafy, K5 a K3,3 nejsou rovinné.
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Při zdůvodněńı využijeme znalosti p̌redchoźıho odd́ılu. Všimněme si, že graf K5

má 5 vrchol̊u a 10 > 3·5−6 hran. Podobně graf K3,3 má 6 vrchol̊u a 9 > 2·6−4
hran, p̌ritom neobsahuje žádné trojúhelńıky. Proto podle Důsledku 5.19 žádný
z nich neńı rovinný. 2

Důsledek 5.23. Grafy K5 a K3,3 nejsou rovinné.
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Kuratowského věta

Definice: Podrozděleńım grafu G rozuḿıme graf, který vznikne z G nahrazeńım
některých hran novými cestami libovolné (kladné) délky.
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Kuratowského věta

Definice: Podrozděleńım grafu G rozuḿıme graf, který vznikne z G nahrazeńım
některých hran novými cestami libovolné (kladné) délky.
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Důležitý abstraktńı popis všech rovinných graf̊u nalezl K. Kuratowski:

Věta 5.24. Graf G je rovinný právě když neobsahuje podrozděleńı graf̊u K5

nebo K3,3 jako podgrafy.
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Př́ıklad 5.25. Které z následuj́ıćıch dvou graf̊u jsou rovinné? Najděte rovinné
nakresleńı (včetně oč́ıslovaných vrchol̊u), nebo zd̊uvodněte nerovinnost grafu.

A s s
ss

s s

�
�
�
�
�

\
\
\
\
\

A
A
A
A
A
A
A
A

aaaaaaaa

ZZZZ
�
�
�
�
�
�
�
�

����

!!!!!!!!

B s s
ss

s s
s

A
A
A
A
A
A
A
A

aaaaaaaa

ZZZZ
�
�
�
�
�
�
�
�

����

!!!!!!!!

!!!!!!!!

XXX
XXX

XX
HH

HH



page.31
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Př́ıklad 5.25. Které z následuj́ıćıch dvou graf̊u jsou rovinné? Najděte rovinné
nakresleńı (včetně oč́ıslovaných vrchol̊u), nebo zd̊uvodněte nerovinnost grafu.
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Po chv́ıli zkoumáńı určitě p̌rijdeme na to, že graf A se dá nakreslit rovinně takto:
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Graf B na druhou stranu rovinný neńı podle Věty 5.24, protože je v něm obsaženo
podrozděleńı grafu K3,3, které je ukázáno na tomto obrázku:
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Hamiltonovské grafy

Na závěr si jako ukázku těžké grafové úlohy zḿıńıme tuto hist. známou otázku:

Definice: Kružnice C obsažená v grafu G se nazývá Hamiltonovská, pokud C
procháźı všemi vrcholy G. Obdobně mluv́ıme o Hamiltonovské cestě P v G,
pokud cesta P ⊂ G procháźı všemi vrcholy G.

Graf G je Hamiltonovský, pokud obsahuje Hamiltonovskou kružnici.
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Př́ıklad 5.26. Který z následuj́ıćıch dvou graf̊u je Hamiltonovský?
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Graf G je Hamiltonovský, pokud obsahuje Hamiltonovskou kružnici.
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Vlevo vid́ıme Hamiltonovskou kružnici, kdežto vpravo žádná taková neńı.

Vpravo najdeme alespoň Hamiltonovskou cestu. 2
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