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Pro¢ mluvit o logickych systémech

* Co je logické uvazovani, matematicky?
Kde jsou jeho limit?
Jak jej mechanizovat?
« Logicky systém matematicky presné definuje
- co je logickych vyrok, jaky je jeho vyznam (syntax a sémantika),
- co je logicka argumentace (dtikaz).
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Odvozovaci / ditkazovy systém

* Definuje, co je logicka argumentace, diikaz.
« Sklada se z

- axiomd, zakladnich zjevny pravd, a
- odvozovacich pravidel.

+ Diikaz je sekvenci pouziti odvozovacich pravidel, vychazejici z axiomi.
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Hilbertovsky diikaz ve vyrokové logice
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Axiomy a pravidla VL

«x Schémata vyrokovych axiomii

(A1) A—(B—=A)
(A2) A= (B—=0C)—=((A—=B)—(A—0))
(A3) (=B — -A) = ((-B — A) — B)

kde A, B, C jsou libovolné vyrokové formule.
« Odvozovaci pravidlo modus ponens (pravidlo odlouceni)

L (MP) Z predpokladii A a (A — B) odvodime zavér B. )

« (Al): Pokud A urcité plati a dovim se B, tak A bude porad platit.

(

« (A2): V podstaté tranzitivita implikace.

 (A3): Pokud z vyroku (—B) plyne spor, pak neplati. Tedy plati opak, B.
(

« (MP): Z (prsi — nemam destnik) a prsi odvodim, ze nemam destnik.
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Diikaz

Diikaz formule ¢
je sekvence formuli 1, ..., @, kde ¢, = p aprokazdé i:1<i<n,
formule ¢; je axiomem nebo vznikla z 1, ... ¢;_; aplikaci odvozovacich pravidel.

Pokud existuje diokaz ¢, tak je ¢ dokazatelna, psano F .
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Diikaz z predpokladi

Dikaz formule ¢ z mnoziny predpokladi P,

kde P je mnozina formuli,

je sekvenci formuli @1, ..., p,, kde ¢, = ¢ a pro kazdé i : 1 < i < n,
formule ¢; je axiomem nebo prvkem P

nebo vznikla z 1, ... ;1 aplikaci odvozovacich pravidel. Piseme P I .
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Priklad dékazu: F A — A

(1) A= (A= A) — A) (A1)
2 A= (A=A =A) = (A= (A= A) — (A= A) (A2)
B) (A= (A= A) = (A= A (1),(2) MP
(4) A= (A= A) (A1)
(5) A=A (3).(4) MP

Pozn.:

(1) je (A1) pro volbu A, A— Aza A B

(2) je (A2) provolbu A, A— A Aza A B, C
(3) je zavér MP z predpokladii (1), (2)
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Hilbertovsky dikaz v predikatové logice
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Axiomy PL

-

-

«x Schémata vyrokovych axiomii

(A1) o= (¥ — )
(A2) (p—= W =)= (=)= (p—n))
(A3) (=Y = =) = (¢ — ) = )

kde o, 1, n jsou formule PL.

*x Schéma axiomii kvantifikatoru: Neni-li x volné ve ¢, pak

(Vx(p = ¥)) = (¢ = (Vx¥))

+ Schéma axiomii substituce:

(Vx ) — »[x/t]

kde t je term substituovatelny za x do ¢ (proménné t nejsou volné ve ).

.
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Axiomy PL

~

W,

( « Pokud pracujeme s jazykem s rovnosti, priddvame axiomy rovnosti:
Pro libovolné funkéni a predikatové symboly f/n a p/n a proménné
X, X1y o5 Xny Y15---5Yn
X =X
xi=y—=>=yv—=>(..x;=yo— f(x1,..., %) =F0n,--,¥a))--.))
L xi=y—=>k=y—=>0(..xa=yo = p(x, ... %) = p(y1,--,¥a))--.))
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Priklady axiomd PL

« axiom kvantifikatoru: (Vx(¢ — %)) — (¢ — (¥x¢))
(VBrnak (je hezky — Brnak je na prehradé)) —
(je hezky — (VBrnak(Brnak je na prehrade)))
* axiom substituce: (Vx¢) — ¢[x/t]
(Vxx <o0) = (5+5 < o0)

% ax. rovnosti: x; = y1 = (-.. (xa = Yo = p(x1, -+, %0) = P(V1s -3 ¥n))--2)

(pivo = chleba — (snidané(chleba, maslo) — snidané(pivo, maslo))
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Odvozovaci pravidla predikatové logiky

4 *x Modus ponens:
Z predpokladii ¢ a (¢ — 1) odvodime zavér 1.
« Pravidlo zobecnéni (generalizace):
L Z predpokladu ¢ odvodime zavér (Vxy).

Napf., plati-li x < oo, potom plati (Vx x < 00).
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Priklad dtikazu v PL: p(x, y) F p(y, x)

(1) p(x.y) (pfedpoklad)

(2) Vyp(x,y) (pravidlo zobecnéni)

(3) VxVyp(x,y) (pravidlo zobecnéni)

(4) (YxVy p(x,y)) = (Yy p(z,y)) (axiom substituce, x za z)

(5) Vyp(z.y) (MP)

(6) (VYyp(z,y)) — p(z,x) (axiom substituce, y za x)

(1) plzx) (MP)

(8) (Vzp(z,x)) (pravidlo zobecnéni)

(9) (Vzp(z,x)) = p(y,x) (axiom substituce, z za y)
(10) py, x) (MP)

(1): predpoklad; (2): p. zobec. pro ¢ = (1), x =y; (3): p. zobec. pro ¢ = (2);
(4): ax. subst. pro ¢ = (3) a t = z; (5): MP pro ¢ = (3) a ¢ — ¢ = (4);

(6): ax. subst. pro ¢ = (5), x =y at=x; (7): MP pro ¢ = (5) a p — ¢p = (6);
(8): ax. subst. pro ¢ = (7), x = z; (9): ax. subst. pro p = (8), x =z a t =y;
(10): MP pro ¢ = (8) a p — ¢ = (9);
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Formlani ditkaz versus bézny dikaz

« Formalni logicky systém je jakysi ,,asembler” logického odvozovani.
- Ditkaz je absolutné nezpochybnitelny, mechanicky zkontrolovatelny.
- Proto je formalni odvozovani extrémné detailni, mechanicky jednoduché, a
systém je minimalisticky.
- Formalni systém je stavén tak, aby se dobre premyslelo o ném, ne v ném.
* Bézny diikaz je poloformalni.
- Ctenaf by mél snadno pochopit a zaroven nepochybovat.
- Délaji se vétsi kroky, spoléha se na ¢tenarovu intuici a znalosti.
- ldealné je expandovatelny na plné formalni diikaz.
« Hilbertovsky ditkaz je snadno, mechanicky, ovéritelny,
ale neni snadno vymyslitelny, a to ani pomoci pocitace.
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K zapamatovani

*

Logicky systém

+ QOdvozovaci, diikazovy systém.
x Axiom

« Odvozovaci pravidlo

* Dukaz

« Diukaz z predpokladii
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Rezolu¢ni ditkaz ve vyrokové logice

zoluéni ditkaz ve vyrokové logice Logické systémy

17 / 44



Co je Rezoluce

* Rezoluce je ditkazovy systém, se kterym je vymysleni diikazu jednoduché a
mechanizovatelné.

« Je zakladem rady technologii, SAT-solverti, SMT-solverii, theorem-prooverd,
programovaciho jazyka Prolog, typové inference v programovacich jazycich,. ..

+ Da se chapat jako strategie a systém maker pro tvorbu Hilbertovského diikazu.

Rezoluéni diikaz ve vyrokové logice Logické systémy 18 / 44



Rezoluéni odvozovaci pravidlo

Rezolucni pravidlo

((VvVA),(~(VB)-FAVB

« kde (¢ V A),(—¢V B) jsou konfliktni klauzule
« AV B je resolvent(a).

Napriklad:
(dést v snih), (—snih V —tramvaje)

N\

gulﬂ v 1 TMAHVASE
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Rezoluéni diikaz

Rezolucni diikaz ¢ z mnoziny predpokladi P je sekvence formuli patficich
bud do P nebo odvozenych z predchozich rezoluénim pravidlem. Piseme P I .
Rezolu¢ni ditkaz 0 z P je rezolucni vyvraceni P.

Rezoluéni vyvraceni ¢ je didkazem nesplnitelnosti ¢.

Platnost formule ¢ pomoci rezoluce dokazeme tak, ze:
1. prevedeme — do ekvivalentni formule v CNF s mnozinou klauzuli C, a

2. rezoluéné vyvratime C.
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Priklad rezolu¢niho ditkazu

Dokazujeme rezoluci formuli ¢:
(PVR) > SV(QAR)V(PA-T)V((S—= QA(-T = Q))
[ (PVR)=>SV(EQAR)VIPA-T)V((S = QAT = Q)) ] (neguj)

S[(PVR)VSV(QAR)V(PA-T)V((-SVQ)A(T VQ))] (impl.)
(PVRYA=SA(QV-R)YA(RPVTIN{(SA=Q)V (=T A=Q)) (NNF)
(PVRYA=SA(QV-R)A(RPVT)AN=QA(SV-T) (distrib.)

(PVR) A (QvﬁR) A ﬁo A (PVT) A (SV-T) A =S  (CNF)

\ a /\f/
S~
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Cast IV

Rezolu¢ni ditkaz v predikatové logice
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Rezoluéni inference v predikatové logice, jednoduchy priklad

P
YuvxVyVz [ (—|O/der(>2<, —|Older y7 A Older(Fifinka,z) N Older(Pinda, u) }

LKIHH iz \ /

5 (3, PH) [2fem |0/ PUTA |

N\

0
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Rezoluéni inference v predikatové logice
Jak funguje rezoluéni pravidlo (¢V A),(=¢(V B)- AV B v PL?

(—eats(x, y) V fears(y,x)) (eats(x, prey(x)))
VxVy (—eats(x,y) V fears(y,x)) A Vx (eats(x, prey(x)))
VxVyVz | (—eats(x, y) V fears(y,x)) A (eats(z, prey(2))) ]

Vyvracime platnost, t.j., ukdzujeme existenci protiprikladu, nejakych hodnot
promennych, pro které formule uvnif kvant. neplati.

Mizeme tedy jejich hodnoty zkusit omezit tak, aby bylo potom mozné pouzit
predikatové rezoluéni pravidlo.

Zde konkrétné pomiize omezit se na x stejné jako z a y stejné jako prey(z).

Vz [ (—eats(z,prey(z)) V fears(prey(z),z)) A (eats(z,prey(z))) |

\ /

Vz [ (fears(prey(z),z)) |
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Substituce

Substituce je zobrazeni o z proménnych do termd.
[x1/t1,. .., X/ ts] znali substituci o, kde o(x;) = t; pro1 < i < nao(x) = x pro
ostatni proménné (mnozina proménnych bude jasna z kontextu).

Aplikaci substituce o na vyraz (formuli nebo term) E dostaneme vyraz Eo, a
to soucasnym nahrazenim kazdého volného vyskytu proménné x termem o(x).

NapF. pro £ = p(x) V p(f(y)) a & = [x/y, y/f(a)] dostaneme Ec = p(y) v p(F(f(a))).
Slovem ,,soucasné” v definici aplikace je mysleno, Ze nenahrazujeme postupné x za y a potom

y za f(a), to bychom dostali ptHapv-pHFHar)).
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Unifikace

Unifikator dvou vyrazii E a E’ je substituce i takova, ze Epu = E'pu.
Pokud existuje, potom jsou E a E’ unifikovatelné.

Napfiklad, necht a, b, ¢ jsou konstanty, x, y, z proménné.

Unifikator p(x, c) a p(b, c) je [x/b].

Unifikator p(f(x), y) a p(f(), 2) je [x/a,y/2). [x/a, /2, 2/a], [x/a, y/f(b), 2/ F(b)] ..
p(x, a) a p(b, c) nejsou unifikovatelné, stejné jako p(f(x), z) a p(a,y).

Maximalné obecny unifikator (mgu) vyrazti E a E’ je unifikator p takovy, ze kazdy
unifikdtor E a E’ dostaneme jeho slozenim o o u s néjakou dalsi substituci o.

Napr. mgu p(f(x),y) a p(f(a),z) je u = [x/a,y/2],
ale ne u1 = [x/a,y/a, z/a] ani ux = [x/a,y/f(b),z/f(b)].
Opravdu, 1 = [z/a] 0 113 iz = [2/F(B)] o .

Unifkator mnoziny M vyrazi je unifikator kazdych dvou vyrazti v M.
Mgu mnoziny je takovy unifikator, jehoz slozenim se substituci dostaneme kterykoliv jiny.
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Jednoduchy algoritmus pro nalezeni mgu

Input: mnozina M vyrazi
Output: mgu p pro M, pokud existuje, jinak M neni unifikovatelna

1pu=1>0

2 while existuji vyrazy E, E € M a nejlevejsi pozice i, kde se E[i] lisi od E'[i] do
3 if E[i] ani E'[i] neni proménna then

4 return M neni unifikovatelna

5 Necht, w.l.o.g., E[i] je proménna x a na E'[i] je term t.
6 if x se vyskytuje v t then

7 return M neni unifikovatelna

8 else

9 p=I[x/tlon

10 Vsechny vyrazy E” € M nahrad za E"[x/t]

11 return u (nejobecnéjsi unifikator, mgu, mnoziny M)
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Vypocet mgu

Pz wo,a), PO u gly),y), PC f(x) . x ,v ) [z/d]
PO w o w a), PO u g(y) y), PC f(x) , x ,v ) [w/ely)]
P(u gly),a), PO u gly),y), PC f(x) , x ,v ) [y/d
PO uw ,gla),a), P( u g(a,a), P( f(x) , x ,v ) [u/f(x)
P( f(x) ,g(a),a), P( f(x) ,g(a),a), P( f(x) , x ,v ) I[x/g(a)]
P( f(g(a)), g(a) ,a), P(f(g(a)), g(a) ,a), P(f(g(a)),g(a), v ) [v/d

P( f(g(a)) . ga),a), P(fgla)), g(a) ,a), P(f(g(a)),e(a),a )

Reseni: Nejobecngjsi unifikator M (mgu) je substituce

[v/a]o[x/g(a)l o [u/f(x)] o [y/a] o [w/g(y)] o [z/u] =
[2/f(g(a)), w/g(a), u/f(g(a)),y/a,x/g(a), v/a]
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Rezoluéni odvozovaci pravidlo predikatové logiky, zakladni

Rezolucni pravidlo
(LV @), (' V) EopVibp
pokud Free(¢ V o) NFree(—¢' V) =0 a p je mgu pro  a (.

« kde (¢ V @), (=€ Vv 1) jsou konfliktni klauzule,
* ¢ V1 je resolvent(a).

| Pokud neni splnéna podminka na prazdny priinik proménnych, je treba pred
pouzitim rezolu¢niho pravidla prejmenovat promenné!
(-(x=0)), (z=0Vz>(x—x))
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Rezoluéni odvozovaci pravidlo predikatové logiky, obecné

Obecna verze rezolucniho pravidla
(V... VLNV @), (2l Voo VAl V) oV b

pokud 1 < n<m, Free({;1V ...V L,V p)NFree(~l, 1 V...V —lynV))=10
a pjemgupro {ly,....0n}

* Sometimes neccessary, since the simple rule is not enough. [ Cmr
Bﬁﬁ(}m

P)VPW)) s (2p(w) v p(W)) Coleofisex]

-— T

‘dmd»% L‘i\(“}\ﬂ7< ([x1

?()c)v'l (U

~
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Rezolucnl vyvracenl formule v CNF

\/p(k/(k (- (I%/b ﬂpyz Vp())é’Z)) —p(x, x)

et Qg

vt%ﬁ“&:% @ww
0)x [xlx /X1

()
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Rezoluéni diikaz

Rezoluéni ditkaz z predpokladii a rezoluéni vyvraceni definujeme stejné, jako v PL.
Platnost formule ¢ pomoci rezoluce dokazeme témito kroky:

1. prevod —¢ do CNF (klauzularni n.f.) s mnozinou klauzuli C:

I. prevod do NNF

ii. prevod do PNF (kvantifikatory ven)

iii. skolemizace (nahrazeni existencialné kvant. proménnych skolemovymi
funkcemi)

iv. smazani kvantifikatorii (univerzalnich)

v. prevod do CNF (konjunktivni n.f.) roznasobenim (distributivita)

2. rezoluéni vyvraceni C
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A

Rezoluéni dikaz, slovni tloha 1(65:&4@)@ Al

Kazdy holi¢ holi vechny, kdo se neholi sami. Zadny holi¢ neholi nikoho, kdo se holi
sam. Dokazte rezolua ze holici neeX|stUJ| A

Q. Qfx (R0, [ ) =Sl 4 3 ON! (am Q% >}> 773)(3@3
‘CWV \@[ 17>(x K&&( & ROV A*tg )%(1 Ue,) ngg&] %g@()]
| &yv&uws@lw] L B .

Bb)v S(},Q A 3

blo]\ /’/;w N
S( )&(Q( 1 C,w hl \Sul
H A Jwle
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Rezoluce v praxi

Vidéli jsme jen zakladni princip rezoluce.

V praxi se pouzivaji efektivnéjsi varianty, napr. Predikatova SLD-rezoluce v Prologu, s
obrovskym mnozstvim optimalizaci, podobné vyrokova rezoluce v SAT a
SMT-solverech.

Existuji dalsi dikazové metody, tabla, prirozena dedukce, sekventovy kalkul, .. ..
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Vlastnosti logickych systémi
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|deal logickych systému

« V idealnim logickém systému
existuje mechanicky overitelny diikaz/vyvraceni vsech zajimavych tvrzeni.

Chtéli bych také mechanizovat generovani dikazi.
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(L BEAT
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Efektivnost (mechanicka ovéfitelnost)

Logicky systém je efektivni, pokud mizeme efektivné (=mechanicky) ové-
fit korektnost logického argumentu, dikazu. Miizeme pro néj napsat program
Ovérovac, ktery ovéri, ze dany fetézec symbolii je diikaz.

( Vyrokova i predikatova logika je efektivni. (Rezoluce i Hilbertovsky diikaz) )

* Protoze miizeme algoritmicky ovérit
1. co je dobre formulovana formule,
2. co je axiom,
3. ze formule v ditkazu byla odvozena odvozovacimi pravidly z predchozich.
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Dokazatelnost Versus Platnost

= =X

Platna ve vsech interpretacich.
Rozhoduje sémantika (vyznam).

Dokazatelna
(z axiomti pomoci odvozovacich pravidel)
Cisté syntakticka manipulace.

- ¢ je ovéfenim = ¢
Dukaz je ovérenim platnosti.

Mélo byt tedy platit, ze
Fo <— Eo.
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Korektnost

Systém je korektni pokud
Fe = ¢

Co je dokazatelné, to je platné.

Nemtizeme dokazat nesmysly.
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Uplnost (sémanticka)

Systém je aplny pokud
Fe = ko

Vse platné mazeme dokazat.
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Korektnost a sém. Gplnost Hilbertovského systému pro VL a PL

Vyrokova i predikatova logika je korektni a aplna. (Post, Gédel)
Pro libovolnou formuli VL nebo PL plati | ¢ <= F ¢.

Pro PL je to Godelova véta o aplnosti.

Kurt Godel

bl 1
‘ ! /
Brno, 1906 - 1978
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Korektnost a sém. Gplnost rezoluce pro VL a PL

(Rezoluce ve VL i v PL je korektni a refutacne daplna. )

Refutacni Gplnost rezoluce znamena, ze pro kazdou nesplnitelnou formuli existuje
rezoluéni vyvraceni, t.j., pokud [~ ¢, potom existuje rezoluéni vyvraceni (refutace) ¢
(¢ 0, dikaz nesplnitelnosti ).

To je ekvivalentni klasické aplnosti: platna formule ma nesplnitelnou negaci, rezolu¢ni
vyvraceni negace formule je diikazem platnosti formule.
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K zapamatovani

Efektivnost
Korektnost

« Sémanticka Gplnost

*

*

*

Godelova véta o Gplnosti PL (dokazatelné je platné) pro Hilbertovsky systém

*

Rezoluce je refutacné aplna, a vlastné také ,,normalné” aplna.
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